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【研究の動機】楕円曲線とは, という方程式で定義される曲線の一種で, 暗号理論へ

の応用等, 様々な分野で用いられる対象である. 楕円曲線に対して, 階数という整数論的に重要な量が定まる. 

これは楕円曲線の有理点の個数を記述する量であるが, 一般に階数が2以上であることを示す方法はほとんど
知られていない.　Rodriguez Villegas, Zagierは, 古典的な整数問題に関係する楕円曲線の階数が2であること
の必要十分条件を, ある簡単な漸化式を用いて与えた.  発表者はこの簡明な判定法に興味をもち, 他の楕円曲
線に対しても同様の必要十分条件を与えることができないか考え, 本研究を行った.

y2 = x3 + ax + b

*

【研究の位置付け】リーマン予想と並んで難問とされているミレニアム問題の一つに, 

Birch and Swinnerton-Dyer(BSD)予想がある. BSD予想は, 楕円曲線の階数と 関数の特殊値の関係
を主張するが, 未解決な部分が大多数である. したがって具体的な楕円曲線に対してBSD予想が成り
立つ例を挙げることは整数論的に大きな結果とされている.

L

 しかし詳細な証明は与えられておらず, その行間を埋めようと試みたところ, より計算効率のよい結果が得られた.*
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問. 素数 は有理数の3乗の和で表せるか？p

答. 以下の漸化式での 番目の多項式の定数項が素数 の倍数のとき表せる. (p − 1)/3 p

an+1(t) = − (1 − 8t3)a′ n(t) − (16n + 3)t2an(t) − 4n(2n − 1)tan−1(t)

例えば のとき, 知られている最も単純な式は以下である.p = 31 ・見た目よりも難しい問題である. 

・具体的に解を探すのではなく, 

　存在性に着目する.

表1: Rodriguez Villegas, Zagierが与えた漸化式の振る舞い

xn+1(t) = − 2(1 − 8t3)x′ n(t) − 8nt2xn(t) − n(2n − 1)txn−1(t)

Rodriguez Villegas, Zagier

Nomoto
表2: Nomotoが与えた漸化式の振る舞い(1)

31 = ( 277028111
119531076 )

3

+ ( 316425265
119531076 )

3

ただし,  と仮定する.p ≡ 1 mod 9



rankAp(ℚ) ≤
0 (p ≡ 2,5 mod 9)
1 (p ≡ 4,7,8 mod 9)
2 (p ≡ 1 mod 9)

・適切な仮定
・ 関数の関数等式の符号

・Parity予想の帰結

L
rankAp(ℚ) =

0 (p ≡ 2,5 mod 9)
1 (p ≡ 4,7,8 mod 9)
0, 2 (p ≡ 1 mod 9)

素数 が有理数の3乗の和で表せるp ≡ 1 mod 9 ⟺ rankAp(ℚ) = 2( ≠ 0)

Ap(ℚ) ≃ ℤ ⊕ ⋯ ⊕ ℤ
r:=rankAp(ℚ)

楕円曲線 は以下の方程式(Weierstrass標準形)に書き換えられる.Ap : x3 + y3 = p

Mordell-Weilの定理と簡単な計算により, 楕円曲線 の -有理点は以下の構造をもつ. ( )Ap ℚ p ≠ 2

3-降下法を用いると, 以下の階数の評価が得られる.

が存在P ∈ Ap(ℚ)

⟺ rankAp(ℚ) ≠ 0

x3 + y3 = p ≃ y2 = x3 − 432p2 (x, y) ↦ ( 12p
x + y

,
36p(x − y)

x + y )

整数問題から楕円曲線の理論へ

階数が0でないことを漸化式の言葉で記述 (証明の詳細はスライド5枚目へ)



異なる楕円曲線へ
楕円曲線  を考える. ( : 素数)

 楕円曲線 の場合と同様にして, 右の等式を得る.

Ep : y2 = x3 + px p

Ap : x3 + y3 = p
rankEp(ℚ) =

0 (p ≡ 7,11 mod 16)
1 (p ≡ 3,5,13,15 mod 16)
0, 2 (p ≡ 1,9 mod 16)

Theorem(N.)
を素数とする. BSD予想の下, 以下が成り立つ.p ≡ 1,9 mod 16

fn+1(t) = − 12(t + 1)(t + 2)f′ n(t) + (4n + 1)(2t + 3)fn(t) − 2n(2n − 1)(t2 + 3t + 3)fn−1(t)

rankEp(ℚ) = 2( ≠ 0) ⟺ p | f3(p−1)/8(0)
ここで, とは以下の漸化式で定まる多項式である.fn(t) ∈ ℤ[t]

表3: Nomotoが与えた漸化式の振る舞い(2) 表4: 定数項が素数 の倍数かp



証明の全体像

rankEp(ℚ) ≠ 0

Sp := (L(Ep /ℚ,1)の代数的部分)

Sp = 0 Sp ≡ 0 mod p Lk ≡ 0 mod p

|Sp | < p

Lk := (L(ψ2k−1, k)の代数的部分)

 : あるHecke指標, ψ k =
3(p − 1)

4
+ 1

f3(p−1)/8(0) ≡ 0 mod p

⟺

⟺

⟺ ⟺
ある保型形式の( )階
非正則微分の振る舞い

k − 1

Lk = | f(k−1)/2(0) |2

進 関数の補完公式による
代数的部分の間の合同

p L

BSD予想
rankEp(ℚ) = ords=1L(Ep /ℚ,1)


