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• 𝐸 を ℚ 上定義された楕円曲線, 𝐿(𝐸/ℚ, 𝑠) をそのHasse―Weil 𝐿 関数とする.

• 𝐸 の適切なモデルから定まる周期を Ω と書く. このとき

𝐿(𝐸/ℚ, 1)

Ω

は代数的数になることがManinやDrinfeldらにより示されている.

• このような値は 𝐿 関数の特殊値の代数的部分と呼ばれ, 数論的に重要な対象である.
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• 代数的部分が0でないと仮定する.  このときKolyvagin, Gross―Zagierにより

rank 𝐸 ℚ = 0, #Sha 𝐸/ℚ < ∞

が成り立つ.  ただし Sha(𝐸/ℚ) はTate―Shafarevich群である.

• さらに, Birch and Swinnerton-Dyer予想を認めると次の等式が成り立つ.

𝐿(𝐸/ℚ, 1)

Ω
=

ςℓ:𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒 𝑐ℓ ⋅ #Sha(𝐸/ℚ)

#𝐸 ℚ 𝑡𝑜𝑟𝑠
2

この等式から非自明なTate―Shafarevich群をもつ楕円曲線を具体的に発見できる可能性がある.

Rank 0 及びTate―Shafarevich群の有限性・非自明性1



Copyright © 2024 Koden Electronics Co., Ltd. All Rights Reserved.

モチベーション

3

• 𝐿 𝐸/ℚ, 1 ≠ 0 と仮定する. このときBSD予想の両辺の 𝑝 進付値を取った

𝑣𝑝

𝐿(𝐸/ℚ, 1)

Ω
= 

ℓ:𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

𝑣𝑝 𝑐ℓ + 𝑣𝑝 #Sha(𝐸/ℚ) − 2𝑣𝑝 #𝐸 ℚ 𝑡𝑜𝑟𝑠

は 𝑝 部分BSD予想(rank 0 case)と呼ばれている. 

• 𝑝 部分BSD予想に対しては岩澤理論的アプローチを取るのが主流であるが,

小さな素数 (e.g. 𝑝 = 2,3) は例外として扱われることがほとんどである.

• したがって本研究では代数的部分の2進付値を別の手法で評価する.

𝒑 部分BSD予想への貢献2
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• square-freeな整数 𝑑 に対して ℚ( 𝑑)に付随する 𝐸 の二次捻りを 𝐸(𝑑)と書く.

Goldfeld予想

density(𝑑) =

1/2 rank 𝐸 𝑑 ℚ = 0 ,

1/2 rank 𝐸 𝑑 ℚ = 1 ,

0 rank 𝐸 𝑑 ℚ ≥ 2 .

Goldfeld予想解決への手がかり3

• Rankが0になる捻りの条件, すなわち代数的部分が0にならない条件を調べる必要がある.

したがって代数的部分の 𝑝 進付値が有限かどうか決定することも重要な課題である.
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• 𝑓 = ∑𝑎𝑛𝑞𝑛 ∈ 𝑆2 Γ0 𝑁
𝑛𝑒𝑤

 を 𝐸 の ℚ-同種類に対応する正規化されたHecke固有形式とする.

• 𝑚 を 𝑚, 𝑁 = 1 を満たす無平方な正の奇数, 휀 ∈ {1, −1} とする. このとき次が成り立つ.

𝐿 𝐸 𝜀𝑚 /ℚ, 𝑠 = 𝐿 𝑓, 𝜒𝑀, 𝑠

ここで, 𝜒𝑀 は原始的な二次Dirichlet指標であり, その導手 𝑀 は次で与えられる.

𝑀 = ቊ
𝑚, (휀𝑚 ≡ 1 mod 4)

4𝑚, (휀𝑚 ≡ 3 mod 4)

• 𝜒𝑀 の符号を sgn(𝜒𝑀) ≔ 𝜒𝑀(−1) で定義する.

Twisted 𝑳 関数
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• Hecke固有形式 𝑓 ∈ 𝑆2 Γ0 𝑁
𝑛𝑒𝑤

の周期格子 ℒ𝑓 を次のように定める.

ℒ𝑓 ≔ 𝛾
𝑓 𝑞

𝑑𝑞
𝑞

𝛾 ∈ 𝐻1 𝑋0 𝑁 ℂ , ℤ ⊂ ℂ

• ℒ𝑓 に含まれる最小の正の実数を Ω𝑓
+ , 虚部が最小の純虚数を Ω𝑓

− とおく.

• このとき, 適切な仮定の下で次のような表示をもつ.

定理(Manin, Drinfeld)

𝐿(𝑓, 𝜒𝑀, 1)

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

∈ ഥℚ.

ℒ𝑓 = Ω𝑓
+ℤ +

Ω𝑓
+ + Ω𝑓

−

2
ℤℒ𝑓 = Ω𝑓

+ℤ + Ω𝑓
−ℤ または

Hecke固有形式の周期
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定理 (N-Adachi-Shii, 2023)

素因数の個数 𝑟 に依らない定数 𝑐 が存在して, 全ての 𝑖 に対して 𝑞𝑖 ∈ 𝒮0 ∪ 𝒮1 ∪ 𝒮2 ならば

• 𝑀 = 4𝑛𝑚 = 4𝑛𝑞1 ⋯ 𝑞𝑟 (𝑛 ∈ 0,1 , 𝑞𝑖;  異なる奇素数) と書く. このとき次のようにおく.

𝔳𝑚 ≔ min 𝑣2 𝑎𝑞1
− 2 , … , 𝑣2 𝑎𝑞𝑟

− 2 , 𝒮𝑖 ≔ 𝑞: 奇素数 𝑞 ∤ 𝑁, 𝑣2 𝑎𝑞 − 2 = 𝑖

𝑣2

𝐿(𝑓, 𝜒𝑀, 1)

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

≥ 𝔳𝑚 ⋅ 𝑟 + 𝑐.

さらに, 無限個の 𝑀 に対して等号が成立する. したがってそのような 𝑀 に対して

𝐸 𝜀𝑚 ℚ ,  Sha(𝐸(𝜀𝑚)/ℚ)

はいずれも有限群である.
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• 先行研究[1],[2],[3],[4],[5]では全て 휀𝑚 ≡ 1 mod 4 の場合しか扱っておらず,

휀𝑚 ≡ 3 mod 4 の場合に計算されている例は(恐らく)無し. 

• 휀𝑚 ≡ 1 mod 4 の場合でも, よりsharpな下界や緩い等号成立条件を与えている場合がある.

• 定数 𝑐 は 𝑣2 𝐿 𝑓, 1 /Ω𝑓
+ 等を用いてexplicitに記述することができる.

• 等号成立条件も, いくつかの場合にはexplicitに記述することができる.

• 条件 「𝑞𝑖 ∈ 𝒮0 ∪ 𝒮1 ∪ 𝒮2 (∀𝑖)」を外して評価することも出来るが, sharpな下界とはならない.

[1] S. Zhai, Non-vanishing, theorems for quadratic twists of elliptic curves, 2016.
[2] S. Zhai, On the weak forms of the 2-part of Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, 2020.
[3] L. Cai, C. Li, S. Zhai, On the 2-part of the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture for quadratic twists of elliptic curves, 2020.
[4] S. Zhai, A lower bound result for the central 𝐿-values of elliptic curves, 2020.
[5] S. Zhai, The Birch―Swinnerton-Dyer exact formula for quadratic twists of elliptic curves, 2021.

注意

新規性
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• 휀 = +1 とする. また, 𝑓 ∈ 𝑆2 Γ0 34
𝑛𝑒𝑤

を以下のFourier級数をもつ固有形式とする.

𝑓 = 𝑞 + 𝑞2 − 2𝑞3 + 𝑞4 − 2𝑞6 − 4𝑞7 + 𝑞8 + 𝑞9 + 𝑂(𝑞10)

• この 𝑓 に対応する楕円曲線は 𝐸𝑓: 𝑦2 + 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥 + 1 (Cremona label: 34a1)である.

• 𝑚 = 𝑞1 ⋯ 𝑞𝑟 に対して, 𝑞𝑖 ∈ 𝒮0 ∪ 𝒮1 ∪ 𝒮2 かつ sgn(𝜒𝑞𝑖
) = +1 (∀𝑖) ならば

𝑣2

𝐿(𝑓, 𝜒𝑚, 1)

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑚)

≥ 𝔳𝑚 ⋅ 𝑟 + min 1 + 𝛿𝔳𝑚,0, 𝑣2

𝐿 𝑓, 1

Ω𝑓
+ .

• さらに, 𝑞𝑖 ∈ 𝒮1 (∀𝑖) が成り立つとき等号が成立する. つまり

𝑞𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑎𝑞𝑖
≡ 0 mod 4

が成り立つとき代数的部分の付値はちょうど 𝑟 となる (e.g. 𝑞𝑖 = 5).

• Chebotarevの密度定理より, そのような素数は無限個存在する.
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• これらの素数を任意個取り, それらを

掛け合わせた整数を 𝑚 = 𝑞1 ⋯ 𝑞𝑟 としたとき

以下が成り立つ.

𝑣2

𝐿(𝑓, 𝜒𝑚, 1)

Ω𝑓
+ = 𝑣2

𝐿(𝐸(𝑚)/ℚ, 1)

Ω𝐸
+ = 𝑟

rank 𝐸(𝑚) ℚ = 0

#Sha 𝐸(𝑚)/ℚ < ∞.
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• 𝑟 ∈ ℙ1(ℚ) に対して, 次のようにおく.

𝑟 : = 2𝜋𝑖 න
𝑖∞

𝑟

𝑓 𝑧 𝑑𝑧

命題

𝜏 𝜒𝑀 = ∑ 𝜒𝑀 (𝑎)𝑒2𝜋𝑖𝑎/𝑀 をGauss和とする. このとき次が成り立つ.

𝜏 𝜒𝑀

𝐿 𝑓, 𝜒𝑀, 1

Ω𝑓
sgn 𝜒𝑀

= 

𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀

モジュラー記号
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• 𝑟 + ≔ Re 𝑟 , 𝑟 − ≔ Im 𝑟  とおく. このとき 𝑟 ±/Ω𝑓
± は代数的数である.

• さらに次が成り立つ.



𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀
 =  

𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝑀)

各項が代数的とは限らず
評価できる対象が限られる

各項が代数的であり
より幅広く精密な評価が可能

先行研究との違い
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• 約数の個数に関する帰納法を使用して代数的部分の 𝑝 進付値を評価・決定する手法.

Zhao’s method



𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝑀)

𝜏 𝜒𝑀

𝐿 𝑓, 𝜒𝑀, 1

Ω𝑓
sgn 𝜒𝑀 = 𝒯𝑀=:
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• 約数の個数に関する帰納法を使用して代数的部分の 𝑝 進付値を評価・決定する手法.

計算しやすい右辺を
𝑀 の約数 𝐷 を用いて微修正

Zhao’s method



𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝑀)

𝜏 𝜒𝑀

𝐿 𝑓, 𝜒𝑀, 1

Ω𝑓
sgn 𝜒𝑀 = 𝒯𝑀=:



𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝐷(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝐷)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝐷)

𝒯𝐷,𝑀=:
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• 約数の個数に関する帰納法を使用して代数的部分の 𝑝 進付値を評価・決定する手法.

計算しやすい右辺を
𝑀 の約数 𝐷 を用いて微修正

本質的に 𝐷 に対する
代数的部分になっている

Zhao’s method



𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝑀)

𝜏 𝜒𝑀

𝐿 𝑓, 𝜒𝑀, 1

Ω𝑓
sgn 𝜒𝑀 = 𝒯𝑀=:



𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝐷(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝐷)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝐷)

=

𝑞∣𝑀/𝐷

(𝑎𝑞 − 2𝜒𝐷(𝑞))  × 𝜏 𝜒𝐷

𝐿 𝑓, 𝜒𝐷, 1

Ω𝑓
sgn 𝜒𝐷 𝒯𝐷,𝑀=:
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• 約数の個数に関する帰納法を使用して代数的部分の 𝑝 進付値を評価・決定する手法。



𝐷∣𝑀

𝒯𝐷,𝑀 = 𝒯1,𝑀 + 

𝐷∣𝑀, 𝐷≠1,𝑀

𝒯𝐷,𝑀 + 𝒯𝑀

和を取ることで容易に2進付値の評価が可能

本質的に
𝐿(𝑓,1)

Ω𝑓
+ に等しい

本質的に
𝐿(𝑓,𝜒𝐷,1)

Ω
𝑓

sgn(𝜒𝐷) に等しく

帰納法の仮定を使用可能

本質的に
𝐿(𝑓,𝜒𝑀,1)

Ω𝑓

sgn(𝜒𝑀) に等しい

Zhao’s method
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研究



𝐷∣𝑀

𝒯𝐷,𝑀 = 𝒯1,𝑀 + 

𝐷∣𝑀, 𝐷≠1,𝑀

𝒯𝐷,𝑀 + 𝒯𝑀

𝜏 𝜒𝑀

𝐿 𝑓, 𝜒𝑀 , 1

Ω𝑓
sgn 𝜒𝑀

= 

𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝑀(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝑀)

Rank 0及びTate―Shafarevich群の有限性・非自明性

𝒑 部分BSD予想への貢献

Goldfeld予想への手がかり3

1

2 𝑣2

𝐿(𝑓, 𝜒𝑀, 1)

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

= 𝑣2

𝐿(𝐸(𝜀𝑚)/ℚ, 1)

Ω𝐸
sgn(𝜒𝑀)

𝒯𝐷,𝑀 ≔ 

𝑘∈ ℤ/𝑀ℤ ×

𝜒𝐷(𝑘)
1

Ω𝑓
sgn(𝜒𝐷)

𝑘

𝑀

sgn(𝜒𝐷)

有限和公式を利用

Zhao’s method

𝑣2

𝐿(𝑓, 𝜒𝑀, 1)

Ω𝑓
sgn(𝜒𝑀)

≥ 𝔳𝑚 ⋅ 𝑟 + 𝑐

・

・

還元
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