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1. E4 における以下の 2点 P,Q間のユークリッド距離を計算せよ.
（a）P = (1,−2, 3, 4), Q = (4, 0,−1, 2)

(解答例)
E4 におけるユークリッド距離関数を dと表すと

d(P,Q) =
√
(1− 4)2 + (−2− 0)2 + (3− (−1))2 + (4− 2)2 =

√
9 + 4 + 16 + 4 =

√
33.

（b）P = (2,−3, 1, 0), Q = (−2, 1, 0, 3)

(解答例)
E4 におけるユークリッド距離関数を dと表すと

d(P,Q) =
√
(2− (−2))2 + (−3− 1)2 + (1− 0)2 + (0− 3)2 =

√
16 + 16 + 1 + 9 =

√
42.

2. マックス距離関数 d∞ : Rn × Rn → Rを

d∞(x,y) = max
1≤i≤n

{|xi − yi|} (x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn))

と定める. ただし, max
1≤i≤n

{ai}は集合 {a1, . . . , an}の中で最大の要素を表す記号である. このとき d∞ は Rn 上の距離

関数であることを示せ.
(解答例)
(1) 任意の x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn に対して d∞(x,y) ≥ 0 であること, さらに d∞(x,y) = 0 と
x = y が同値であることを示す. 絶対値は非負の値を取るから

d∞(x,y) = max
1≤i≤n

{|xi − yi|} ≥ 0

が成り立つ. さらに max
1≤i≤n

{|xi − yi|} = 0ならば全ての i (1 ≤ i ≤ n)に対して |xi − yi| = 0, つまり x = y でなけれ

ばならない. 逆に x = y のとき max
1≤i≤n

{|xi − yi|} = 0が成り立つことは明らかである. したがって示された.

(2) 任意の x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn に対して d∞(x,y) = d∞(y,x)が成り立つことは, 絶対値の性
質 |a− b| = |b− a| (∀a, b ∈ R)から明らかである.
(3) 任意の x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn に対して三角不等式

d∞(x, z) ≤ d∞(x,y) + d∞(y, z)

が成り立つことを示す. d∞ の定義より

d∞(x, z) = max
1≤i≤n

{|xi − zi|}

= max
1≤i≤n

{|xi − yi + yi − zi|}

≤ max
1≤i≤n

{|xi − yi|+ |yi − zi|} (∵ ∀a, b ∈ R, |a+ b| ≤ |a|+ |b|)

≤ max
1≤i≤n

{|xi − yi|}+ max
1≤i≤n

{|yi − zi|} (∗)

= d∞(x,y) + d∞(y, z)

となって主張が従う. ただし (∗)は次のようにして示される. {a1, . . . , an}の中で最大のものを ai, {b1, . . . , bn}の中
で最大のものを bj , {a1 + b1, . . . , an + bn}の中で最大のものを ak + bk とおくと, ak ≤ ai かつ bk ≤ bj であるから
ak + bk ≤ ai + bj である. つまり

max
1≤i≤n

{ai + bi} ≤ max
1≤i≤n

{ai}+ max
1≤i≤n

{bi}

が成り立つ. 以上より d∞ は Rn 上の距離関数である.
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3. 次のように定められた関数 d : R2 × R2 → Rは全て R2 上の距離関数ではない. それぞれの dについて反例を挙げよ.
ただし, x = (x1, x2),y = (y1, y2) ∈ R2 とする.
（a）d(x,y) = (x1 − y1)

3 + (x2 − y2)
3.

(解答例)
x = (1,−1),y = (0, 0)が反例. 実際,

d(x,y) = (1− 0)3 + (−1− 0)3 = 0

となって, d(x,y) = 0と x = y が同値ではない.
（b）d(x,y) = min{|x1 − y1|, |x2 − y2|}.

(解答例)
x = (0, 0),y = (2, 1), z = (3, 3)が反例. 実際,

d(x, z) = min{|0− 3|, |0− 3|} = min{3, 3} = 3

d(x,y) = min{|0− 2|, |0− 1|} = min{2, 1} = 1

d(y, z) = min{|2− 3|, |1− 3|} = min{1, 2} = 1

となって, 三角不等式 d(x, z) ≤ d(x,y) + d(y, z)を満たさない.
4. 以下の問いに答えよ.
（a）実数列 {an}n≥1 が α ∈ Rに収束することの ε-N 論法に基づく定義を答えよ.

(解答例)
任意の ε > 0に対して ある Nε ∈ Nが存在して Nε < nならば |an − α| < ε が成り立つ.

（b）an = 3
n2 (n ≥ 1)で定義される数列 {an}n≥1 を考える. ε = 0.1に対して |an| < εを満たす nの条件を答えよ.

(解答例)
|an| < ε, すなわち

∣∣ 3
n2

∣∣ < 0.1を式変形することで n2 > 30を獲る. したがって求める条件は n >
√
30.

(※ nは自然数なので, n > 6のように答えても良いです. 解答は一意に定まりません.)
（c）(b)で定義した数列 {an}n≥1 に対して, lim

n→∞
an = 0を ε-N 論法に基づき示せ.

(解答例)
任意の ε > 0を取る. このとき Nε ∈ Nを Nε >

√
3/εを満たすように取ると, Nε < nならば |an − 0| < εが

成り立つ. 実際, Nε >
√
3/εより N2

ε /3 > 1/εであることに注意すると, Nε < nのとき

|an − 0| = 3

n2

<
3

N2
ε

(∵ Nε < n)

< ε (∵ N2
ε /3 > 1/ε)

が成り立つ. したがって示された.
5. (R2, d)を距離空間とする. ただし, 距離関数 dはマンハッタン距離関数

d : R2 × R2 → R, (x,y) 7→
2∑

i=1

|xi − yi|

とする. このとき xn = (3− 1
n ,−2 + 4

n2 ) (n ≥ 1)で定まる点列 {xn}n≥1 の極限点は x = (3,−2)であることを示せ.
(解答例)
lim

n→∞
d(x, xn) = 0であることを示せばよい.(参考: 講義第 4回スライド p.17) 点 x, xn 間のマンハッタン距離は

d(x, xn) =

∣∣∣∣3− 3 +
1

n

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−2 + 2− 4

n2

∣∣∣∣ = 1

n
+

4

n2

である. したがって lim
n→∞

d(x, xn) = 0であるから主張を得る.
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6. 以下の問いに答えよ.
（a）関数 f : R → Rが x = x0 で連続であることの ε-δ 論法に基づく定義を答えよ.

(解答例)
任意の ε > 0に対して ある δε > 0が存在して |x− a| < δε ならば |f(x)− f(x0)| < ε が成り立つ.

（b）関数 f : R → R, x 7→ x2 + 1を考える. このとき, ε = 0.1に対して

|x− 3| < δε =⇒ |f(x)− 10| < ε

を満たす δε >0の条件を答えよ.
(解答例)
|x− 3| < δε のとき

|f(x)− 10| =
∣∣x2 − 9

∣∣
= |(x− 3)(x+ 3)|
= |(x− 3)((x− 3) + 6)|
=

∣∣(x− 3)2 + 6(x− 3)
∣∣

≤ |x− 3|2 + 6|x− 3|
< δ2ε + 6δε

= (δε + 3)2 − 9

である. したがって (δε + 3)2 − 9 < 0.1, すなわち 0 < δε <
√
0.1 + 9− 3が求める条件である.

(※
√
0.1 + 9− 3を別の形で表しても良いですし, 0 < δε <

√
0.1 + 9− 3を満たしてる条件ならば別の解答でも

正解です.)
（c）(b)で与えた関数 f が連続写像であることを ε-δ 論法に基づき示せ.

(解答例)
全ての x0 ∈ Rで f が連続であることを示す.
任意の ε > 0に対して, δε > 0を 0 < δε <

√
ε+ |x0|2 − |x0|を満たすように取れば

|x− x0| < δε =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

が成り立つ. 実際, そのような δε に対して |x− x0| < δε ならば

|f(x)− f(x0)| =
∣∣(x2 + 1)− (x2

0 + 1)
∣∣

=
∣∣x2 − x2

0

∣∣
=

∣∣(x− x0)
2 + 2x0(x− x0)

∣∣
≤ |x− x0|2 + 2|x0| · |x− x0| (∵ 三角不等式)

< δ2ε + 2|x0|δε (∵ |x− x0| < δε)

= (δε + |x0|)2 − |x0|2

< ε (∵ 0 < δε <

√
ε+ |x0|2 − |x0|)

である. よって示された.

担当:野本慶一郎


