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定理

距離空間の間の写像 f : (X, dX) → (Y, dY )及び x0 ∈ X に対して以下は同値.

(i) f は点 x0 ∈ X で連続, すなわち

∀ε > 0 ∃δε > 0 s.t. dX(x, x0) < δε =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε.

(ii) 任意の ε > 0に対して, ある δε > 0が存在して, U(x0, δε) ⊂ f−1(U(f(x0), ε)).
(iii) (X, dX)の任意の点列 {xn}n≥1 に対して, xn → x0 =⇒ f(xn) → f(x0).

講義では (i) ⇐⇒ (ii)及び (i) ⇒ (iii)を示した. 本稿では (iii) ⇒ (ii)を示すことで, 上記定理の証明
を終えることにする.

定理

(X, dX), (Y, dY )を距離空間, f : (X, dX) → (Y, dY )を写像とする. (X, dX)の任意の点列 {xn}n≥1 に
対して [xn → x =⇒ f(xn) → f(x)]が成り立つならば

∀ε > 0 ∃δε > 0 s.t. U(x0, δε) ⊂ f−1(U(f(x0), ε))

となる.

Proof. 対偶を示す. すなわち

∃ε > 0 s.t. ∀δε > 0, U(x0, δε) 6⊂ f−1(U(f(x0), ε)) (1)

が成り立つとき, [xn → x0かつ f(xn) 9 f(x0)]となる点列 {xn}n≥1 が存在することを示せばよい. 各 n ∈ N
に対して, 式 (1)において δε = 1/nとすることで

xn ∈ U

(
x0,

1

n

)
, xn /∈ f−1(U(f(x0), ε))

となる xn ∈ X が取れる. つまり

dX(xn, x0) <
1

n
, dY (f(xn), f(x0)) ≥ ε (2)

となる xn ∈ X が存在する. n ∈ N を全て動かすことにより点列 {xn}n≥1 が得られるが, この点列が
[xn → x0かつ f(xn) 9 f(x0)]を満たすことを示す.
xn → x0 であることと lim

n→∞
d(xn, x0) = 0であることは同値であった (講義第 4回 p.17). 今, 式 (2)より

0 ≤ dX(xn, x0) <
1

n
→ 0 (n → ∞)

であるから, はさみうちの原理より lim
n→∞

dX(xn, x0) = 0, すなわち xn → x0 である. 同様にして, 式 (2)より
全ての n ∈ Nに対して lim

n→∞
dY (f(xn), f(x0)) 6= 0, すなわち f(xn) 9 f(x0)である. 以上より上で構成した

点列 {xn}n≥1 は [xn → x0かつ f(xn) 9 f(x0)]を満たす.


